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CLASSIFICATION DES OBJETS GALOISIENS DE Uq(g)
À HOMOTOPIE PRÈS
par Thomas AUBRIOT
Résumé.  Pour toute algèbre enveloppante quantique Uq(g) de Drinfeld-Jimbo
et toute famille λ = (λij )1≤i<j≤t ∈ k
⋆
d'éléments inversibles du orps de base, nous
onstruisons expliitement par générateurs et relations un objet galoisien Aλ de Uq(g)
et nous montrons que tout objet galoisien de Uq(g) est homotope à un unique objet
de la forme Aλ.
Abstrat (Classiation of Galois objets of Uq(g) up to homotopy equivalene)
For any Drinfeld-Jimbo quantum enveloping algebra Uq(g) and for any family λ =
(λij)1≤i<j≤t ∈ k
⋆
of invertible elements of the base eld, we expliitly onstrut a
Galois objet Aλ of Uq(g) by generators and relations and we prove that any Galois
objet of Uq(g) is homotopi to a unique objet of type Aλ.
Introdution
Le onept d'extension Hopf-galoisienne qui a été beauoup étudié es
dernières années est une généralisation naturelle du onept lassique d'exten-
sion galoisienne de orps ommutatifs. C'est aussi l'analogue algébrique de la
notion de bré prinipal dans le adre de la géométrie non ommutative.
Bien qu'une littérature abondante ait été onsarée aux extensions Hopf-
galoisiennes (voir par exemple [M℄, [S℄ et les référenes données dans es deux
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artiles), on a peu de résultats sur leur lassiation à isomorphisme près.
Pour ontourner la diulté  qui semble grande  de lasser les extensions
Hopf-galoisiennes à isomorphisme près, Kassel [K℄ a introduit sur les exten-
sions Hopf-galoisiennes une relation d'équivalene moins ne que l'isomorphie,
relation qu'il a appelée homotopie. Dans [KS℄ Kassel et Shneider en ont fait
une étude systématique. Ils donnent notamment une appliation à la lassi-
ation des extensions Hopf-galoisiennes lorsque l'algèbre de Hopf est l'algèbre
enveloppante quantique Uq(g) assoiée par Drinfeld et Jimbo à une algèbre
de Lie semi-simple omplexe g. L'une des onséquenes des résultats de [KS℄
porte sur l'ensemble Hk(Uq(g)) des lasses d'homotopie des extensions Uq(g)-
galoisiennes du orps de base k (es objets sont également appelés objets ga-
loisiens de Uq(g)) : Kassel et Shneider démontrent que Hk(Uq(g)) est en bije-
tion ave le groupe de ohomologie H2(G, k∗), où G est le groupe des éléments
group-like de Uq(g) opérant trivialement sur le groupe k
⋆
des éléments in-
versibles de k. Le groupe G est un groupe abélien libre dont le rang t est égal
à elui de l'algèbre de Lie g. Il est bien onnu que tout élément de H2(G, k∗)
peut être représenté par une famille λ de t(t− 1)/2 éléments non nuls du orps
de base.
Le but de et artile est de onstruire expliitement par générateurs et re-
lations un objet galoisien Aλ de Uq(g) pour toute famille λ de e type et de
montrer que tout objet galoisien de Uq(g) est homotope à un unique objet
galoisien de la forme Aλ.
Au paragraphe 1, nous rappelons la dénition des onepts d'extension Hopf-
galoisienne et d'objet galoisien. Nous redonnons également la présentation stan-
dard de l'algèbre enveloppante quantique Uq(g).
Les objets galoisiens Aλ sont onstruits au paragraphe 2. Nous y énonçons
aussi le théorème prinipal de l'artile.
Le paragraphe 3 est entièrement onsaré à la démonstration du théorème.
1. Rappels
1.1. Extensions galoisiennes et objets galoisiens.  Soit k un orps
ommutatif. Tous les objets de et artile appartiennent à la atégorie ten-
sorielle des k-espaes vetoriels et nous ne onsidérons que des algèbres de
Hopf admettant une antipode bijetive. Si H est une algèbre de Hopf et A
est une algèbre H-omodule à droite dont la oation est le morphisme d'al-
gèbres δ : A → A ⊗ H , nous dénissons la sous-algèbre B des éléments H-
ovariants de A par
(1) B = {a ∈ A | δ(a) = a⊗ 1}.
L'appliation linéaire β : A⊗B A→ A⊗H dénie par
(2) β(a⊗ a′) = (a⊗ 1)δ(a′),
pour a, a′ ∈ A, est appelée l'appliation anonique assoiée à A. Une algèbreH-
omodule à droite A est une extension H-galoisienne de B si B est la sous-
algèbre des élémentsH-ovariants de A, si l'appliation anonique β : A⊗BA→
H ⊗ A assoiée à A est un isomorphisme et si A est dèlement plat en tant
que B-module à droite ou à gauhe.
Un objet galoisien d'une algèbre de Hopf H est une extension H-galoisienne
du orps de base k.
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Deux extensionsH-galoisiennesA et A′ de B sont dites isomorphes s'il existe
un morphisme f : A → A′ d'algèbres H-omodules qui soit un isomorphisme
et qui soit l'identité sur B.
Nous notonsGalB(H) l'ensemble des lasses d'isomorphisme d'extensionsH-
galoisiennes de B. L'ensemble GalB(H) peut être onsidéré omme un fonteur
ontravariant en H . En eet, soit i : K → H un morphisme d'algèbres de Hopf.
Rappelons [EM℄ que, étant donné une algèbre de Hopf H , un omodule A à
droite de oation δA et un omodule K à gauhe de oation δK , le produit
otensoriel A✷HK est déni omme le noyau de l'appliation
(3) IdA ⊗ δK − δA ⊗ IdK : A⊗K → A⊗H ⊗K,
(ou enore l'égalisateur des oations de A et K). Si A est une extension H-
galoisienne de B à droite, alors
(4) i⋆(A) = A✷HK
est une extension K-galoisienne de B à droite d'après [S, Prop 3.11 (3)℄.
Kassel et Shneider [KS℄ (voir aussi [K℄) ont déni une relation d'équivalene,
notée ∼ et appelée homotopie, sur l'ensemble GalB(H) (nous renvoyons à [KS℄
pour la dénition). Nous notons HB(H) l'ensemble des lasses d'homotopie
d'extensions H-galoisiennes de B. L'appliation
(5) i∗ : GalB(H)→ GalB(K)
induite par un morphisme d'algèbres de Hopf i : K → H et dénie plus haut,
passe aux lasses d'homotopie et dénit une appliation
(6) i∗ : HB(H)→ HB(K).
1.2. Coyles et extensions livées.  Suivant ([M, Chapitre 7℄), nous
dirons qu'une appliation bilinéaire σ : H × H → k est un oyle normalisé
inversible pour l'algèbre de Hopf H si σ est inversible pour la onvolution et
vérie les relations
(7) σ(x(1), y(1))σ(x(2)y(2), z) = σ(y(1), z(1))σ(x, y(2)z(2))
et
(8) σ(1, x) = σ(x, 1) = ε(x),
pour x, y, z ∈ H (ε est la oünité de H).
Nous avons utilisé ii la notation de Sweedler ∆(x) = x(1) ⊗ x(2) pour la
omultipliation ∆ de H , notation que nous utiliserons dans la suite de l'artile
pour les diérentes omultipliations et oations.
Rappelons ([M, Chapitre 7℄) que siH est une algèbre de Hopf, σ : H×H → k
un oyle inversible normalisé et B une algèbre, alors le produit roisé B♯σH
est l'espae vetoriel B ⊗H muni du produit assoiatif et unifère
(9) (a♯h)(b♯k) = σ(h(1), k(1))ab♯h(2)k(2),
pour tout a, b ∈ B et h, k ∈ H . De plus, ette algèbre peut être munie d'une
struture d'algèbre H-omodule à droite induite par la omultipliation de H ,
e qui fait de B♯σH une extension H-galoisienne de B. Les extensions H-
galoisiennes de ette forme sont appelées extensions livées (left en anglais).
Lorsque k = B, le produit roisé k♯σH s'identie à H muni du produit
(10) x ·σ y = σ(x(1), y(1))x(2)y(2),
pour x, y ∈ H . Nous notons σH l'espae vetoriel H muni de e produit asso-
iatif dont l'unité est elle de H .
